Beispielreferat aus Basiswissen Mathematik 5.-10. Klasse

Warum haben meine Netzwerk-Freunde mehr Freunde
als ich?

Da du in diesem Vortrag einige Rechnungen und Tabellen zeigen musst,
nutze eine Prasentation. Wenn dies nicht méglich ist, kannst du die wich-
tigsten Angaben und Formeln an die Tafel schreiben. Am besten berei-
test du dies vor dem Vortrag vor.

Habt ihr das Gefuhl, dass eure Freunde ihrerseits mehr Freunde im On-
line-Netzwerk haben als ihr selbst? Dann freut euch auf meinen Vortrag,
denn ich zeige euch jetzt, dass das nicht an euch liegt, sondern an der
Mathematik. Und mit ihrer Hilfe werde ich nun die Frage beantworten:

Warum haben meine Netzwerk-Freunde mehr Freunde als ich?

In den sozialen Netzwerken tummeln sich viele Millionen Mitglieder. Fur
meinen Vortrag habe ich mir jedoch ein Netzwerk mit nur 11 Mitgliedern
ausgedacht, das ich Follownet nenne.

Anzahl
Mitglieder 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Anzahl
Freunde 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bei 11 Mitgliedern lasst sich fur jeden Einzelnen angeben, wie viele
Freunde er hat. Nehmen wir als Erstes die Verteilung an, die ich in der
Tabelle zeige: Es soll jeweils 1 Mitglied 0, 1, 2, 3, ..., 10 Freunde haben. Im
Mittel hat dann jeder 5 Freunde.

Dabei kann jedes Follownet-Mitglied maximal 10 Freunde haben (man
ist ja nicht mit sich selbst befreundet) und minimal 0 Freunde.

Wenn jedes Mitglied im Mittel 5 Freunde hat, wieso haben
diese 5 Freunde ihrerseits wahrscheinlich mehr als 5 Freunde?

Jemand mit 10 Freunden ist mit allen Mitgliedern von Follownet be-
freundet. Er hat logischerweise keine Freunde, die mehr Freunde haben
als er. Jemand mit 0 Freunden hat nicht nur keinen Freund, er wiirde
auch im ganzen Follownet niemanden mit weniger Freunden finden.
Der Mittelwert von 5 Freunden liegt genau in der Mitte zwischen der
Maximalzahl Freunde (10) und der Minimalzahl (0). Man kénnte daher
vermuten, dass jemand mit 5 Freunden genauso viele Freunde hat, die
mehr Freunde haben als er selbst, wie auch Freunde, die weniger Freunde
haben als er. Aber so einfach ware es nur, wenn es fur alle Mitglieder von
Follownet gleich wahrscheinlich wére, zum Freundeskreis eines bestimm-
ten Mitglieds zu gehoren. Das ist aber nicht der Fall.

u Du kannst diesen
Vortrag beginnen,
indem du eine Um-
frage bei deinem Pu-
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wie viele Freunde
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Nennen wir ein Mitglied mit 1 Freund M1, M9 ist ein Mitglied mit
9 Freunden, M5 eines mit 5 Freunden usw.

M1 ist nicht mit sich selbst befreundet, es bleiben also 10 moégliche
Freunde. Fur jedes Follownet-Mitglied betrégt die Wahrscheinlichkeit,
zum Freundeskreis von M1 zu gehéren, 1/10 oder 10 %. Die Wahrschein-
lichkeit fur die anderen Mitglieder, mit M10 befreundet zu sein, ist 10/10,
also 100 % — was klar ist, denn wenn M10 zehn Freunde hat, ist er mit
dem ganzen Netzwerk befreundet.

Vergleichen wir die Zahlen, sehen wir: Die Wahrscheinlichkeit, mit je-
mandem befreundet zu sein, der viele Freunde hat, ist hoher als die, mit
jemandem befreundet zu sein, der nur wenige Freunde hat. Umgekehrt
heiBt es, dass jemand, der viele Freunde hat, dann auch eher zu deinem
Freundeskreis gehort.

Kann man diese Aussage mit ein paar Zahlen anschaulicher
machen?

Dazu mussen wir das Problem vereinfachen, damit wir es berechnen kén-
nen.

Als Beispiel betrachten wir das Mitglied, das genau 5 Freunde hat (M5).
Dann gibt es jeweils 5 Mitglieder mit weniger und 5 Mitglieder mit mehr
Freunden. Wir vereinfachen nun die Zusammensetzung des Netzwerks:
Die beiden Gruppen mit mehr und weniger Freunden sollen jeweils alle
gleich viele Freunde haben, dabei soll der Mittelwert unverandert 5 blei-
ben. Damit haben wir diese Méglichkeiten:

1) 5 Mitglieder haben 4 Freunde, 5 Mitglieder haben 6 Freunde.

2) 5 Mitglieder haben 3 Freunde, 5 Mitglieder haben 7 Freunde.

3) 5 Mitglieder haben 2 Freunde, 5 Mitglieder haben 8 Freunde.

4) 5 Mitglieder haben 1 Freund, 5 Mitglieder haben 9 Freunde.

Wir beginnen mit der 4. Méglichkeit. Die 5 Freunde von M5 stammen
entweder aus der Gruppe M1 oder aus der Gruppe M9. Die Wahrschein-
lichkeit, mit einem Mitglied M9 befreundet zu sein, betragt 9/10, also
90 % oder 0,9. Die Wahrscheinlichkeit fir eine Freundschaft mit einem
Mitglied M1 betragt dagegen nur 10 % oder 0,1.

Wahlt man blind einen der Freunde von M5 aus, ist dieser Freund also
mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 aus der Gruppe M9.

Gibt es ein Standardproblem, durch das wir dieses Problem
annahern kénnen?

Die Freunde von M5 gehéren entweder zu M9 oder zu M1, es gibt also
zwei Méglichkeiten. Ein Zufallsexperiment mit zwei méglichen Ausgan-
gen heiBt Bernoulli-Experiment. Fiihrt man mehrere Bernoulli-Experi-
mente hintereinander durch, ist dies eine Bernoulli-Kette. Wichtig bei
der Bernoulli-Kette ist, dass sich die Wahrscheinlichkeiten von Experi-

I, Bereite eine Folie
vor, auf der du die
wichtigsten Angaben
zusammentragst und
auch eine Schlussfol-
gerung prasentierst.
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erhéltst als Mittel-
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ment zu Experiment nicht andern darfen. Wir mussen also Uberlegen,
ob dies der Fall ist. Wenn wir das erste Experiment durchgefihrt haben,
also den ersten Freund untersucht haben, gibt es noch 4 Freunde von
M5, deren Zugehorigkeit wir nicht kennen. Auch diese Freunde stammen
jeder entweder mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,9 aus der Gruppe M9
oder mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,1 aus der Gruppe M1. Die Wahr-
scheinlichkeiten fur die Gruppenzugehdorigkeit bleiben also gleich, wenn
wir nacheinander die Freunde von M5 blind auswahlen. Damit kénnen
wir unser Problem durch eine Bernoulli-Kette annahern.

Die Wahrscheinlichkeit dafur, in einer n-stufigen Bernoulli-Kette genau k
Erfolge zu haben, also k-mal das gewUinschte Ergebnis zu erhalten, kann
man berechnen mit:

P(X =k) = (E) pk.gnk
(:) ist ein sogenannter Binomialkoeffizient, dessen Werte man fur kleine

Werte von k und n in Tafelwerken nachschlagen kann. Nennen wir es
einen Erfolg, wenn ein zufallig ausgewahlter Freund von M5 aus der
Gruppe M9 stammt, ist die Erfolgswahrscheinlichkeit p = 0,9.

Ein Misserfolg ist es dann, wenn der zuféllig ausgewahlte Freund aus der
Gruppe M1 stammt. Entsprechend ist die Misserfolgswahrscheinlichkeit
q=0,1.

Die Summe aus p und g muss 1 ergeben, was der Fall ist:

p+9=09+0,1=1.

Wir wahlen nacheinander die 5 Freunde von M5 aus, unsere Bernoulli-
Kette hat also: n = 5 Stufen.

In diesen 5 Stufen erwischen wir k-mal einen Freund aus der Gruppe M9,
haben also k Erfolge. Im nachsten Schritt massen wir also Uberlegen:

Wie groB3 miissen wir k wahlen?

Wir méchten berechnen, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, dass mehr
als die Halfte der Freunde von M5 ihrerseits mehr als 5 Freunde haben.
Dazu mussen mindestens 3 der 5 Freunde zu M9 gehéren. Die Anzahl
Erfolge muss also mindestens 3 sein, d.h.: k > 3.

Wie sollte unser Ergebnis aussehen?

Wenn es wahrscheinlicher ist, dass mehr als die Halfte der Freunde ihrer-
seits mehr als 5 Freunde haben, muss diese Wahrscheinlichkeit groBer
als 0,5 oder 50 % sein.

I, Schreibe auch hier
wieder die wichtigs-
ten Angaben auf eine
Folie. Wichtig ist es
vor allem, die Formel
aufzuschreiben und
Schritt fur Schritt vor-
zulesen.

n
(k) liest du: ,n Gber k".
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Wir berechnen daher die Wahrscheinlichkeiten fir k =3, k=4 und k=5
und addieren diese:

P(X > 3) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5)
~(°).093.012 <5> 4.011 (5
_(3) 0,9%:012+(3)-0,9%0,1"+
=10-0,729-0,01 +5-0,656-0,1 + 1-0,590-1 = 0,991 ~ 99 %

)-0,95-0,10

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als die Halfte der Freunde von M5
mehr Freunde hat als er selbst, ist ungefahr 99 %.

Ganz analog berechnen wir fur die anderen 3 Mdglichkeiten, die wir
fur die Anzahl Freunde der Mitglieder angenommen haben, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit mindestens 3 der 5 Freunde ihrerseits mehr als
5 Freunde haben:

1) (5x4 Freunde, 5x6 Freunde):

2) (5x3 Freunde, 5x7 Freunde):

3) (5x2 Freunde, 5x8 Freunde):

4) (5% 1 Freund, 5x9 Freunde):

In allen 4 Fallen ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 3

der Freunde mehr als 5 Freunde haben, gréBer als 0,5. Am
geringsten ist sie in Fall 1, am hochsten in Fall 4. Der Grund ist, dass
in Fall 1 die Erfolgswahrscheinlichkeit p am geringsten ist, in Fall 4 am
hochsten. Die Wahrscheinlichkeit, mit einem M6 befreundet zu sein,
betragt nur 6/10, damit ist p = 0,6.

Dies ist eine sehr grobe Naherung, aber ich denke, ich konnte euch zei-
gen, dass aus mathematischen Grunden fast zwangslaufig die meisten
eurer Freunde mehr Freunde haben als ihr. Trostet euch damit, dass
es denen genauso geht - statistisch betrachtet jedenfalls.
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[) | Zeige die Rech-
nungen auf einer
Folie und erklare sie
Schritt fur Schritt.

u Zeige eine Folie,
auf der du die

4 Moglichkeiten noch
einmal auflistest und
die Wahrscheinlich-
keiten dazu. Rechne
diese vorher aus und
prasentiere hier nur
noch die Ergebnisse.






